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Vorwort

Dieser Text ist eine kompakte Version des sehr ausflhrlichen Textes 21201.

Durch die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor kann man Veranderungen berechnen, die durch
lineare Gleichungen erfolgen. Es gibt geometrische Anwendungen (Abbildungen) wie Spiegelungen,
Drehungen, Streckungen, Scherungen und viele andere, aber auch Anwendungen in Form vgn

Zustandsanderungen aus vielen Bereichen.

Eine Abbildung erzeugt aus einem Objekt, das man Urbild nennt, ein Bildobjekt. Da .=
Vektorrechnung betreiben, sind dies alles Vektoren, die im Falle geometrischer Aniveridangen
z. B, Ortsvektoren von Punkten sind, in anderen Bereichen beschreiben sie Zusténde, die sich dann

durch Vorkommnisse verandern.

Bei der Abbildung von Richtungsvektoren sind die Eigenvektoren von,Beeutung, weil sie die
Eigenschaft haben, dass der Bildvektor dieselbe Richtung hat. Das j5ufir i-ixgeraden wichtig, also fir

Geraden, die bei einer Abbildung auf sich selbst abgebildet werdcn
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1 Definition einer affinen Abbildung

Eine Abbildung, die jedem Punkt der affinen Ebene R? einen Bildpunkt zuordnet durch die
Vorschrift: mit det(U)=0 heiBt eine affine Punktabbildung von R? auf sich.

U ist dabei eine 2x2-Matrix, hat also die Form U = (i 2) .

Bildet man Vektoren ab, entfallt der Summand +¢: |i'=U-U

Dies kann man einfach so zeigen:

Essei i=PP,,dannfolgt. %,'=U-%,+¢ und X,'=U-X,+¢:

=P P, =X, = %y = (U Xy +8) (UK, +6) =U Ry —U-X, = U+ (%y —%,) =10

cl

Rechenregel: Es sei U die Matrix U= (i 2) und X = (;j einMedtar,

dann rechnet man

()-8 o 026008

Es gibt die Merkregel:  ,Berechne zweimal das Ske!arprodukt aus Zeile man Spalte®.

U ist die sogenannte Abbildungsmatrix U = [i : | und der Urbildvektor X = [;j .

Einfache Beispiele:

(1)  Die Abbildung « sei gegeben durch ?':G _11}‘( bzw. {?,fz”y}

X-y
Wir bilden drei Punkte ab. A(274),B(-1/2)und C(3|-2). (Siehe Abb. 1)
Und verwenden dazu ihre Drtsvektoren: ( j ( j undc = (—32j

Berechnung der/_ildverioren: é'=G j( ) (4+4 (_ j Bildpunkt: ~ A'(8]|-2)
b = (f )(;j ( 2+2) - (_%j Bildpunkt:  B'(0] -3)
6':(? )( J [3+2j:(gj Bildpunkt:  C'(45)

Abb. I\

\ F. Buckel | MatheGrally/
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(D) .
X‘[o 2)"

Wir bilden drei Punkte ab. A(-1]-2),B(2|2)und C(1]3)

(2)  Abbildung B :

Bildpunkte: a':(zj1
B = -1 % 2 _ —2+1 _ -1 — B.(_1|4)
0 2)\2 0+4 4
o (-1 (1) _(1+2) (% "
C‘(o 2)(3)‘( 0+6)"(6) = CEI®)
1 13
(3) Abbildung ¥y : f('=( 2_ 2 Jf(
ENCI
Urbilder: A(2]-3),B(5|-2)und C(4]1)
. 1 13)2) (1-33 1,60
Bildpunkte: al=| 2_ 2 ( ): 2 z(h; |
(%\/5 —%j -3 3+32 n23y

A

! y '
\ s F.Buckel.n’MatneGu'anx)

'(~1,60 | 3,23)

- (1 1B)5Y (2-VB) (47
! 2 2 —_| 2 ~ ’ '
° _[%\E -1 }(—ZJ_(gﬁ_, «/1~(5,33j = B'(0.77]5,33)
= 1 134 24953 287
! = 2 2 2 ~ ’ f
) _(%\/5 -1 J(1 j _(v\,; _%J N (2,96] C'(28712,96)

Diese Abbildung ist eine Spiegelungsan der Geraden a: y=

V3

\

Y abb. 3

Spiegelung eines Dreiecks

F. Buckel [ MatheGrafix,

1« (Siehe Abb. 3)

Friedrich Buckel
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1 _1
(4)  Abbildung & : X':(Z\F 1 ZJ-*
z 2V3
Urbilder: A(2]-3),B(5]-2),C(4]1)
L [3V8 -1 )2 (V342 3,23
Bildpunkte: a'=[2 2]( =( 2J~( ’ j = A'(3,23]-160)
1 18 -3 -3 1,60
= (143 —lJ 5 [é J 5,33
b=|2 2 ( j 2 ( j - B'(5330,77%)
( 1 3¥3)\-2) (g-y3 ) (077 ’
L [iVB -1 )4 (2V3-1 296)
& =2 2 _ 2 — C'(2,9612.87)
(% 2 3J(1j (2+%\/§J (2’87 ( '

Hier liegt eine Drehung um den Ursprung vor. (Siehe Abb. 4)

/ I Abb. 4 \

Drehung um O um 30°

\ F. Buckel / MatheGrW

Hinweis: Man kann die Bilap inixte mehrerer Punkte auf einmal berechnen:

Anstelle von é'»(;/% z_‘/gj(éj: B':(l\lz/5 %:/SJ(_Z): 6‘:[%\%/5 %—\/SJG):

2

kann man auch die«G1 Ortsvektoren in ihre Matrix schreiben und auf einmal verarbeiten:

M':( R 3}(2 S 4j_(1_g\/§ $-3 2+;\/§J

ver -2 =3 -2 -1 V3+2 5341 2J3-1

1 Fertig

Define u=| 2 2

Diestst au :h bei CAS-Rechnern vorteilhaft: 81
f[z f] 123 E’-«'? E’—
Jz% 23, 2\-[3—%
‘,[: 5 4] [-1 55508 0.767949 2.86603|
3 -2 1 323205 5.33013 2.9641 |

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Ergédnzende Hinweise zur Rolle des Ursprungs

Was ist der Bildpunkt des Ursprungs O(0|0) ?

5 (2 b) (0)_(a-0+b-0)_(0
“{c d){0) (c-0+d-0) (0O
Der Ursprung wird also bei Abbildungen der Form x'=U-X auf sich selbst abgebildet.

Er heifl3t daher Fixpunkt.

2. Die allgemeine Abbildungsgleichung lautet Xx'=U-X+¢C
Wenn ¢ nicht der Nullvektor ist, dann ist der Ursprung bei dieser Abbildung keih Fixpunkt.

Das erkennt man, wenn man den Bildvektor zu 0 berechnet:

o'=U.0+C=¢C
—
=0

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2 Fixpunkte einer affinen Abbildung x'=U-x+¢

X sei der Ortsvektor eines Punktes P und X' der Ortsvektor des Bildpunktes P'.

Beispiel 5: X' =(_11 fj)‘( Abbildung mit genau einem Fixpunkt.

Bei einem Fixpunkt sind Urbild und Bild identisch. Daher gibt diese
_ _ A
Fixpunktbedingung: , also (11 f))"(:)”( = (11 f)(;j:(x

yo
Gleichungssystem: {_X +2y = X} =N {—2x +2y=0 } (1)

X+y=y X =0 (2)
Setzt man (2) in (1): y=0
Ergebnis: Einziger Fixpunkt ist der Ursprung: O(O |0)
- 0,8 0,3) .
B H H I v — E) £ .
eispiel 6 X [0’2 07) X

; ; . ST 0,8 0,3) cms 0,8 0,3) (x)_(x
Fixpunktbedingung: ,also (0,2 0,7j X= e (0,2 O,7j ( j_( )

y y
0,8x+0,3y =x -0,2-x%0,3-y=0| (1)
0,2x+0,7y =y 0,2-x-0,3-y=0| (2)

Die 1. Gleichung ist ein Vielfaches der zweiten, §nd=tellt daher keine Bedingung dar.
Somit sind alle Punkte Fixpunkte, die Gleichurige&)) erfiillen, und diese stellt die Gleichung

\

einer Geraden dar. Nach Umformen erhalt rian™y = £x|.

Gleichungssystem:

Fur einzelne Fixpunkte kann man x frei wai.en und dann y damit berechnen:
Etwa: x=3 = y=2%|3[=2.WIsoist F,(3]2) einer dieser Fixpunkte

Dies ist die Vektorgleichung riner.Jrsprungsgeraden, die man auch in der Form y =2x
schreiben kann. Alle ihre Punkte sind Fixpunkte. g heift eine Fixpunktgerade oder Achse.

Es gibt hier also unendiicvviele Fixpunkte, und diese liegen auf einer Geraden.

Zusatz: Die Vektor<leicl.iny dieser Fixpunktgeraden erhalt man so:

Ichwéhle »=3reR = y=2.3r=2r ergibt: X=(g:) bzw. f(zr-(g)

Merke.  Fir eine regulére affine Abbildung gibt es drei Méglichkeiten:
. Es gibt keinen Fixpunkt.
o Es gibt genau einen Fixpunkt.

o Es gibt unendlich viele Fixpunkte auf einer Fixpunktgeraden.

Das folgt einfach aus der Lésbarkeit des Gleichungssystems.
Als Beispiel fir eine Abbildung ohne Fixpunkt sei eine Verschiebung genannt.

Eine affine Abbildung, die eine Fixpunktgerade hat, nennt man Achsenaffinitat.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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3 Fixgeraden einer affinen Abbildung (Teil 1)

Eine Gerade g, deren Bildgerade g‘ mit g identisch ist, heil’t Fixgerade.

Es gibt zwei verschiedene Arten von Fixgeraden.

Das erkennt man ganz leicht, wenn man eine Spiegelung an einer Geraden betrachtet.

Die Spiegelungsachse ist eine Fixpunktgerade (die man auch Achse nennt), weil

jeder ihrer Punkte ein Fixpunkt ist. Sie bleibt also punktweise fest.

Wenn man dagegen einen Punkt spiegelt, der nicht auf der Achse liegt, dann liegt sein
Bildpunkt auf der anderen Seite der Achse und zwar auf einer Geraden senkrecht z ir Ahse.

Jede solche Gerade bleibt als Ganzes auch erhalten: Jeder Punkt von ihr hat ¢=2inen

Bildpunkt auch wieder auf ihr. Es ist aber ,nur” eine Fixgerade, keine Fixpunkiderade,

weil nicht alle Punkte Fixpunkte sind.

Beispiel 7: ‘ Berechne die Fixpunkte der Abbildung o : X -L

Also: Eine Fixgerade bleibt als Ganzes erhalten. Sie muss keine Fixp ' 1k! > besitzen.

Fixgerade heil’t also: Liegt ein Punkt auf ihr, dann auch ik Eilapunkt.

Eine Fixpunktgerade oder Achse besteht nur aus Fixpun::*en.

-0,6 0,8
0,8 8,6

)|

Loésung:

Fixpunktbedingung: X'=X

-0,6 0,8) . .
d. h. (0,8 0,6j~X—)\

—0,6x+0,8y =&
O,8x+0,‘y=y}
-1,6x+0,¢2=0| (1)
0,60—uty=0| (2)

Merkmal: (1) ist das (-2)<1ache von (2). Also ist (1) entbehrlich. Zur Bestimmung der
Fixpunkte hat'man also nur noch eine Gleichung. Das heil3t aber:
Alle Punkfey, wilche die Gleichung (2) 0,8x-0,4y =0 erflllen, sind Fixpunkte.

Aug’(2) folgt:

Ergebnis. “/Alle Punkte der Geraden y = 2x sind Fixpunkte.

| Die Abbildung o hat also eine Fixpunktgerade, eine Achse.
WWian nennt sie daher auch eine Achsenaffinitét.

Information=Esthandelt sich um eine Geradenspiegelung an der Achse y = 2x.

s (88 890 (2:88-)

em

Der Mittelpunkt von A und A" ist F, (1] 2). Dieser liegt auf der Achse

y = 2x und ist folglich ein Fixpunkt, was man auch so zeigen kann:

(s 2e)(3)-()

Ferner kann man zeigen, dass die Spiegelungsrichtung orthogonal zur

Achsenrichtung ist: mj,. _y 3.1 2 1 und m, =2.
Ax -1-3 -4 2

=d

go

+ >4

\wx

Friedrich Buckel
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Wenn man nach Fixgeraden sucht, spielen die Richtungsvektoren die entscheidende Rolle.
Was passiert mit einem Richtungsvektor bei einer affinen Abbildung.

Wir schauen uns drei Falle an:

(1) Unsere Beispielabbildung hat die Achse y = 2x. Deren Steigung 2 bedeutet, dass u, = (12)
und bzw. ein Vielfaches davon Richtungsvektoren der Achse ist.
Wir berechnen den Bildvektor zu u, bezuglich der Abbildung a.:
Gt — -0,6 0,8) (1) _(1 =i
7108 06)(2) \2)
Mit anderen Worten: Der Richtungsvektor der Achse ist ein Fixvektor!

Information: Die Richtungsvektoren jeder Fixpunktgeraden ist eil' Fixivektor.

(2)  Nun betrachte ich Richtungsvektoren, die in Spiegelungsrichtung zeige

:ﬂ=ﬂ:£:—l, als ist/u, * sz ein
Ax -1-3 -4 2 1

Richtungsvektor in Spiegelungsrichtung. Wir bilden diesen niiiab.

Go_(-06 08)(-2)_(12+08 )_( 2\
2708 06/ 1) |-16+06) (=15 2

Das Bild dieses Richtungsvektors ist also ein Vielfaches.des Urbildes.

Die Spiegelungsrichtung ist m,.

Eine Gerade g mit dem Richtungsvektor u, hat alsé\€iie Bildgerade, die auf jeden Fall

parallel zum Urbild g ist. (Mdglichweise ist sie®atar identisch mit g, also eine Fixgerade.)

(3) Alsdrittes nun ein beliebiger anderer Ve'dos, etwa v = (2j .

3
i . o _(-06 08) 2), (w12+24)_(12
Bildvektor: v _(0,8 0,6) (_2 "\ '|,6+1,8j_(3j

&
Diese Bildvektor hat also €ize vollig andere Richtung als sein Urbild.

Eine Gerade h in Richtung v nat also eine Bildgerade, die nicht parallel zu h ist.

Wichtig ist diese Uberlegung:

Wenn eine Carade auf sich selbst abgebildet wird, dann haben Gerade und Bildgerade
Richtungswekioren, welche die gleiche Richtung haben missen, aber nicht identisch sein

missen, Es reicht also auch, wenn der Bild-Richtungsvektor ein Vielfaches ist.

Definition: Vektoren, deren Bildvektor ein Vielfaches des Urbildes ist, also u'=k-u ,

heilRen Eigenvektor der Abbildung, k nennt man seinen Eigenwert

Wenn wir also nach Fixgeraden suchen, dann suchen wir Eigenvektoren, denn nur sie

koénnen die Richtung einer Fixgeraden angeben.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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4 Eigenvektoren einer affinen Abbildung

Zuerst Uben wir Berechnungen ohne geometrische Anwendungen.

Wir mussen jetzt also zuerst lernen, wie man Eigenvektoren berechnet.

02 0,7

Bedingung fiir Eigenvektoren: u'=k-u, also

Daraus entsteht ein Gleichungssystem fir die Eigenwerte k, das Eigenwertsyztem.

Beispiel 1: B: f('=[0’8 0’3)? Ganz ausfiihrliche Rechnung:

Ausfuhrlich: Mit Matrizenrechnung:
0,8 03) (u kY U-u=k-E-u *)
0,2 0,7) (u, u, _ Y 4

U.u-k-E-u=5
0,8-u,+0,3-u, =k-u, 3
{0,2~u1+0,7-u2:k~u2} (U-k-E*u--0
(0,8-k)-u, + 0,3-u,=0 (0,8—'< 0,3 ij (oj
EWS o =

{ 0,2-u1+(0,7—k)«u2:0} ( ) 52, 07-k) (u, 0

Unterbrechung....
*) Zur Matrizenrechnung muss man erganzend erkiare:, dass E die Einheitsmatrix ist.

Sie hat die Eigenschaft E-Xx =X fiir alle Vetc:er. Man kann also die Gleichung
U-u=k-u auch so schreiben: U-u=k-Tw Damit stehen links und rechts Matrizen

und man sie so umformen, wie es im rechteii Kasten dargestellt worden ist.

Zur Berechnung einer Lo9{ngesendtigt man das folgende Hintergrundwissen:

Das sogenannte Eigenwertsystem (EWS) hat als Absolutglieder nur Nullen. Daher heif3t es ein

8) mitx =0 undy = 0.

Man nennt sie di« trivia:24 6sung. Diese ist jedoch flir Anwendungen nicht brauchbar

homogenes Gleichungssys em. Es hat stets die Losung u = (

(denn der Nullvektor gibt keine Richtung an) und scheidet als Lésung immer aus!

Die Theorie der Gleichungssysteme besagt folgendes:
Hat man.hurine Gleichung mit zwei Variablen x, y, dann kann man eine Variable frei wahlen.
Daraus i2lgt dann der Wert flir die andere. Dieser Fall liegt auch vor, wenn im Eigenwertsystem

ainesleichung ein Vielfaches der anderen ist, und somit keine neue Bedingung mehr darstellt.

Mar kann sie dann weggelassen. Und dies ist genau dann der Fall, wenn die Determinante der
Matrix (U-k-E) den Wert 0 hat. Daher gilt dieser

Grundsatz zur Berechnung der Eigenwerte / Eigenvektoren:

Das Eigenwertsystem hat genau dann auch nicht-triviale L6sungen, wenn die zugehdrige
Determinante den Wert 0 hat: det(U-k-E)=0

Dies nennt man die charakteristische Gleichung.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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MUSTERBERECHNUNG 1

Ich beginne von vorne: Bedingung: d.h. U-u=k-E-u
Folgerung: U-i-k-E-u=o0

Oder (U-k-E)-i=0

A . 08-k 0,3 u 0
Ausflhrlich (E rtsystem): ’ ' 4T = EW
usfihrlich (Eigenwertsystem) ( 0.2 O,7—kj (Uzj (Oj (EWS)
Bedingung fiir nicht-triviale Lésungen: det(U-k-E)=0
08-k 03 |_
d.h. ‘ 5 0,7_k‘_0

(0,8-k)(0,7-k)~-0,06-= 0

Charakteristische Gleichung: k*-15-k+0,5=0
Lésungsformel: K, = 15+V15° NS T 15205 _ {1
’ 2 2 0,5
Eigenwerte: 1. Lésung: k, =1
2. Lésung: k,=0,5

Jetzt kennen wir die beiden Eigenwerte, zu denen es'tigenvektoren gibt.
Fir den ersten Eigenvektor gilt: G," =k, -0, = (ks = G, , fir den zweiten @,"' =k, -0, = -CIZ .
Doch die Berechnung dieser Vektoren feh't riach.

Berechnung der zugehérenden Eigenvektoren:

0,8-1)- 0,3-u, -0 _0,2- =
EWS fiir k; = 1: 081\, Y2 =0 b, {02030 =00 (D
0,2-tpat (&7 -1)-u, =0 0,2:u,-0,3-u, =0[ (2)

Die Gleichung (1) ist ein Vieliaches der zweiten, weshalb es unendlich viele Lésungen gibt.

Aus (1) folgt: 0,3, =02u, < u,=%u,. Ich wéhle uy = 3r und erhalte u, = 2r.

3r
2r

Damit haben wir/,ainen*ersten Eigenvektor gefunden: u, :( j = r@j . Es sind alle Vielfachen

von (g} Sie-g€nodren zum Eigenwert k =1, d. h. fUr sie gilt: u,'=u,

. (0,8-0,5)-u, + 0,3-u, =0 0,3-u,+0,3-u,=0] |:0,3
EWS fir k, =),5. bzw. {7 7 7T 72 ’
2 { 0,2-u, +(0,7-0,5)-u, =0 0,2-u,+0,2-u, =0] |:0,2
Aug beiden Gleichungen folgt u,+u, =0

vi‘%inlt man z. B. uq =, folgt u, = -r und wir haben als zweiten Eigenvektor: u, =( rrj = r-(1 j

Auch hier sind alle Lésungen Vielfachen eines Vektors. Fir sie gilt: u,"'=1-0, .

Auf Seite 16 werden hierzu die Fixgeraden berechnet

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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MUSTERBERECHNUNG 2

Beispiel 2:

()

Ergebnis:  Die Abbildung hat alle Vielfachen Gas\Vektors U = (

Gegeben sei o.:

Bedingung:

Oder gleich so beginnen:

Eigenwertsystem

Charakteristische Gleichung fiir Eigenwerte:

d. h.
fuhrt auf

mit

Diese Abbildung hat nur einen Eigenwert.
Eigenwertsystem zu k = 3:

(Fixgeraden dazu auf Seite 17)

-05) o
4

‘u=0

5 e < [

Aus beiden Gleichungen folgt u, = —-2u, .

Wahle u, =r e R , dann folgt u, = -2r, dann arhiditinan u= (—2:’) = r~(_12j mit u'=3-u.

[3]-a.

Eigenwert 3, d. h. es gilt filr ¢ie &' =

MUSTERBERECHNUNG o

Bedingung:

Eigenwertsyster/

Charakteristisohe Gleichung fiir Eigenwerte:

d. h.
mit
0

Elganwertsystem zu k; = 1: [0

Eigenvektor ist also G1=(B):r- :)j mit
2 2)Go6
0) U=

Eigenwertsystem zu k; = -1: [0

Wahle uy=reR = u,=-r = 02:(

Eigenvektoristalso u, mit u,'=-u,.

—_

_2) als Eigenvektor mit dem

=1 2)x
o0 1
(U-k-E)-Gi=0
-k 2 ).
(0 —1—k) =0 (EWS)
1-k 2
‘0 —1—k‘_0
(1-k)(-1-k)=0
k1=1 und k2=-1
2u, =0 B B
= —2u2:0} u,=0, u=reR

ky=1,dh. G,'=10, =0,

0=0

()

{2U1 +2u, :0} & u+u, =0,

Fixgeraden dazu auf Seite 18

Friedrich Buckel
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MUSTERBERECHNUNG 4

_ - [2 3) . (1 x'= 2x+3y+1
€ X _(_3 2)~x+(0j d. h. {y':—3x+2y }
1. Fixpunktbedingung: X'=X:
2x+3y+1=x - x+3y=-1 (1)
-3X+2y =y -3x+y =0 | (2)
Aus (2) folgt: y =3x . Eingesetztin (1): X+9x=-1 & 10x=-1 oWy =-3
mit Ve =3% = -3
Die Abbildung ¢ hat also nur den Fixpunkt F(—% —%)
2. Eigenvektoren:
Bedingung: (U-k-E ) UE
Eigenwertsystem : 2N ° li-s (EWS)
g y ' So 2-k) 0T
> &
Charakteristische Gleichung fiir Eigenwerte: ; 3 K zik‘ -0
d. h. (2-k)*+9=0
bzw. (2-k)* =-9

Diese Gleichung hat keine Losung. £ilso besitzt ¢ keine Eigenwerte und somit keine
Eigenvektoren und daher aucl keine -ixgeraden.

Doch welche Abbildung haviinen Fixpunkt und keine Fixgeraden?

Info: Es ist eine Drebsuizciiung. Es wird um den Fixpunkt gedreht und dann mit dem
Faktor 12 gesucckt.

Drehstrackungen werden im Text 21215 besprochen.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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5

Fixgeraden einer affinen Abbildung (Teil 2)

Nun wissen wir also, wie man Eigenvektoren berechnet, dl h. in welchen Richtungen es Fixgeraden

geben kann. Wir wollen nun an einigen Beispielen diese Fixgeraden finden.

Beispiel 1:

o hat den Fixpunkt F(1 | 3) und den Eigenvektor

i= @j mit dem Eigenwert 2, d. h. .

Dann ist die Gerade g durch F in Richtung u eine
Fixgerade.

Beweis:

Nun bilden wir alles ab.

F ist Fixpunkt, wird also auf sich selbst abgebildet.

Fir u gilt u'=2-u. Das gilt auch fiir alle Vielf;

<41
9 . F
3- = )
e
h\“h‘.:.&
21 1,50 w5
s
el Al
“\':-._::_:b\ "
‘\-\._\_ 1 ®
4 — " .“‘%_\ -
N 0 1 2 3 44 sWw6 7 )

A

Gy,

A sei ein Punkt auf g, dann hat der Vektor FA die Richtung vori*&, d.h.er ist ein
Vielfaches von U, in der Abbildung ist FA=15-3.

.elrvon u, also ist auch

FA'=2.FA, alsogeht Ain A' liber, und A< liegt auf g und ist doppelt so weit

von F entfernt wie A.

Die Abbildung funktioniert fir Punkte c¢f:: also so:

Der Bildpunkt liegt wieder auf g, ist eber doppelt so weit von F weg wie das Urbild.

Man kénnte also sagen, dass diese Abbilduag=2uf g wie eine zentrische Streckung wirkt.

Was mit den Punkten passiert, die nicht,auf giegen, kann man ohne Kenntnis der Abbildungs-

gleichungen nicht sagen.

Beispiel 2:

(o hat den Fixpunkt F(O | 0, und zwei Eigenvektoren N ([ , ¥ EULER-Affinitat A\
u= (12) mit dem Eigunwert 3 2
B 1 A 3u
05U, u | x
und G, =(_13j mit aem Eigenwert G EEER
3 1 P
9,
Dann sind di= Guraden g durch F in Richtung der N /
\Eigenvek‘u.ﬁ.l. rIxgeraden )

Die Begrunduiia geht wie oben: Liegt ein Punkt auf einer dieser Geraden, dann streckt ihn die
Abbildung mit flem Faktor 3 bzw. 0,5 (je nachdem, auf welcher Geraden er liegt) von F aus.

Der Fildpunnibleibt aber auf der Geraden.

Eine A~bi’dung mit genau einem Fixpunkt und zwei Eigenvektoren heillt eine EULER-Affinitat.

(" Die Gleichung dieser Abbildung lautet:

- [16 D)
~lo5 2

Aufgabe:

Die Losung steht auf der nachsten Seite.

Berechne Fixpunkte, Eigenvektoren und Fixgeraden

Friedrich Buckel
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Losung: o X = L5 33 3
g ' “los5 2
1. Berechnung von Fixpunkten: Bed.: x'=x d.h. U-x=x
19 3) (x)_(x 1,5x+3y =x - 0,5x+3y=0| (1)
05 2)\y) \y 0,5x+2y =y 0,5x+ y=0 (2)
(1)-(2): 2y=0 = y=0. In (2): 05x=0 = x:=0

Ergebnis:  Einziger Fixpunktist F(00).
: . LB = 15-k 3 j_ 0
2. Berechnung von Eigenvektoren: (U-KE)-i=0 d.h. ( 05 2% LJZJ—(O
. - . ) 15-k (3
Die charakteristische Gleichung lautet: det(U-kE)=0 05 Detl= 0
d. h. (15-k)-(2-k)-15=0
k?-3,5k+15=0 /(2
2k* ~7k +3=0
7+/49.402/3 745 (3
k1,2 = v = 4 =31
: 2
Eigenwertsystem fiir kq = 3:
15-[3] 3 ) (u)_(0 o (1535 U _(0 -1,5u, +3u, =0
05 2-[3]) \u, 0 0,5.%1) (u, 0 0,5u;— u, =0
Beide Gleichungen fiihren zu |u, = o).
.. . 2r 2 = =
Wahle u,=reR = u,=2r = u1=(rj:r-(1j mit [0, =3-]
Eigenwertsystem fir k, = 1
1,5— 3 (4 W0) o (1 3)(u)_(0 u+3u,=0 | (1)
0.5 2_@ turge (0 05 15) u, )0 0,5u, +15u, =0 (2)
(2) ist die/idlfte von (1) und daher entbehrlich.
. ~ =3r -3 T
Wahle u,isreR = u=-3r = uzz( rj:r-(1)m|tm
3. Fixgeradan:
Es gibtzwerFixgeraden durch den Fixpunkt in Richtung der Eigenvektoren.
J _. . . - (0 2 - 2 1
Dicyerste Fixgerade istgq: X = 0 el g also |x=r- 1 bzw.y =3x
. o . . - (0 2 S -3 1
Die zweite Fixgerade ist g,: X = 0 el g also |[x=r- 1 bzw.y = —3X
Siehe Abbildung auf der Seite zuvor.
Hinweis: Zu Leonhard Euler (1703 — 1783) findet man viel unter

https://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard Euler

J

Friedrich Buckel
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Beispiel 3:

1. Fixpunktbedingung:
Als Gleichungssystem:

Ordnen:

B = 0,8 0,3 -
' 10,2 0,7

, also (0’8 0’3]5(:?(

0,2 0,7
0,8x + 0,3y = x
0,2x+0,7y =y
-0,2x+0,3y =0
0,2x-0,3y =0

(1)
(2)

Gleichung (2) ist ein Vielfaches von (1). Also ist eine der beiden Gleichungen (1), (2
entbehrlich und folglich hat man zur Losung eine freie Wahl.

Wahle
dann folgt aus (1):

X=reR,

03y=02x < y=2x=2r

Fixpunkte sind also:

X = (rz j =r- (1) oder anders darget#2llf. X = 3(3)
57 3 2

Es gibt also unendlich viele Fixpunkte, die alle auf der Geraden niit der Gleichung y = 2x

= 3
bzw. x_s-(2

2. Eigenvektoren:

u, = r(gj mit dem Eigenwert ks =1, d. h.asai. 4, =4,

U, = r( U mit dem Eigenwert k, = 1

Grundsatz:
ist eine Fixgerade.

j liegen. Dies ist die Achse (Fixpunktgerade) dus/Abbildung.

Die Rechnung steht auf Seite 10.

Jelsomit u,'=1-4,

Jede Gerade, die durch einen Fixpunkt geht und die Richtung eines Eigenvektors hat,

Hat der Eigenvektor zud_m uen Eigenwert 1, dann ist die zugehérige Fixgerade sogar

eine Fixpunktgerade

Also hat die vorliegende Abbilcar. 3=2lie bereits erwahnte Fixpunktgerade (Achse) und dann alle

Geraden in Richtung u, , alsd it Jer Steigung -1.

Information:

Liegt A auf eilien solchen Fixgeraden,

dann auch.dus Pildpunkt A'.

Es sei Fx der"Schnittpunkt der Fixgeraden g
mit dei*Achse a, dann ist
F,A  ein Eigenvektor mit k =1,

Fur =1-F,A . Also ist A' der Mittelpunkt
vori F, und A.

Das gilt fir alle Punkte.

also gilt

ty
Schrage Stauchung an y=2/3x

Fixgerade h

A

B Fixgerade g
N

Achse a

Friedrich Buckel
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Beispiel 4: Gegebensei a: X'= (2 4 J
1. Fixpunktbedingung: X' =X|, also
2 -0,5) (x)_(x o 2x—-0,5y = x x-0,5y=0| (1)
2 4 y) \y 2x— 4y =y 2x— 5y=0] (2)
Aus (1) folgt x = 1y . Setzt man das in (2) ein, erhalt man
y-5y=0 < -4y=0 < vy =0. Aus(1)erhdlt mandann x. =0
Einziger Fixpunktistalso F(0]0).
2. Berechnung der Eigenvektoren: Dies ist auf Seite 11 bereits geschehen.
Eigenvektoren sind also: U= r~(_12j mit u'=3-U.
Ergebnis:  Die Abbildung hat alle Vielfachen des Vektors U = (_12) &3, Eigenvektor mit dem
Eigenwert 3, d. h. es gilt fur sie ' =[3]-u. i i A
Fixpunkt O %
3. Fixgeraden: ot f \ | ?
Die Gerade g durch den Fixpunkt in Richtung u ist.elne Fixgerade: 2 : Py
f(:r~(1j bzw. y=-2x. M
_2 -4
5
Wie wird abgebildet? e s
. . . . , 7 g
Liegt ein Punkt auf g, dann auch sein Bildpi'nkt. P,(1|-2) = P,'(3]|-6) \§ y
denn der Ortsvektor OP, = (_12) ist eln, Tigelivektor, also ist OP,' = 3-OP = (_%)
Oder: Q(2|-4): Der Ortsvektorist der Eigenvektor OQ = (_24) = 0Q'=3-0Q= (_612),
also ist Q(6]-12).
Die Punkte dieser Fixas -ader=werden vom Ursprung aus mit dem Faktor 3 gestreckt.
Wie andere Punkte abgebiidet werden, kann man hier
nicht vorhersagen. /Sin eine kleine Vorstellung zu bekommen
bilde ich ein Dreicsk ao:
2 -0 2 41 4 “ A a
AN 1 _ -0,5)(-2)_(-4-1)_(-5
sty i, w-(2 97400 o
B(2'-1)- B'(4,5]0) ) \\
C(1]12) - C'(1]10) : \
< s \\
Eine Streckung ist auch zu erkennen, doch nicht, wie sie %"\\:ﬂxh 3 \
zustande kommit. R \r\ \
1 \ . \\r
R 4 3 2 10 w,—l ~1 BS
\_ : /

Friedrich Buckel
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I _ 1 2) .
Beispiel 5: Gegebensei a: x':(o J-x
1 Fixpunktbedingung: X' =X|, also T2 (X
. p gung: ) o —1)1y)=ly
x+2y=x} { 2y=0}
& < y=0
{ -y=y 2y=0f 77

Da x nicht in der Bedingungsgleichung vorkommt, ist x € R beliebig.
Dann stellt y = 0 die x-Achse dar, die folglich Fixpunktgerade (Achse) ist.

. I 1-k 2 u N
2. Eigenwertsystem: U-KE)-u=0 d.h. . 1)=(
genwertsy (U-kE) (5 ) 6)
. - . i 1-k Rt
Die charakteristische Gleichung lautet: det(U-kE)=0 < 0. A k‘ =0
d.h. (1-k)-(~1-k)=0

Dies ist ein Nullprodukt und liefert als Eigenwerte:  k, =1, k, 3(—1%
Eigenwertsystem fiir ky = 1:

(B 2)-0) = (8 )Gr= {2078 = weo

u4 unterliegt keiner Bedingung und ist daher sali=big:

Eigenvektoren sind |u, = (Bj = r(g)j maky =1, alsomit u,'=u;,

Hinweis: Wenn es eine Achsegitt, dann ist deren Richtungsvektor stets eine
Eigenvektor mit dem Eigenwert 1, denn weil die Achse aus lauter
Fxixpunkten bectent, ist auch jeder Vektor in Achsenrichtung Fixvektor.
[1— 2 j(u ) (o)

0 C>22.u1:O<:>2u1+2u2=0<:>u:_u
0 —A-[1)\& )0 0 0)lu,) (0 0=0 o

Wahlt man v, £ /<R beliebig, folgt u, =-r.

Eigenwertsystem fir kq = -1:

Eigenvektoren'sind |u, = (_rr) = r[_{lj mit d,"'=-U,

3. Fixgeraden.
Die x-Aziize Ist als Fixpunktgerade auch eine Fixgerade.

JederSGerade in Richtung U, (also mit der Steigung -1) ist Fixgerade.

Ich erklare dies auf der nachsten Seite ausfiihrlich, und auch, wie man mit Hilfe des

Eigenvektors u, Bildpunkte konstruieren kann.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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6

Wie funktionieren Achsenaffinitaten?

Ge Abbildung

hat die x-Achse als Affinitatsachse und die Eigenvektoren

o

D

20

o

-r
r

H

-1
1

)

X

-

1 2
0 -1

J-f( (von Seite 8)

mit ki = 1, also mit u,'=u,

mit k, = -1, also mit

\

o,
U, =-U,

\

Auswertung:

(1)

()

Da dissAbbildung eine Achse hat, sind alle Geraden in Richtung u, Fixgeraden.

Da die x-Achse aus lauter Fixpunkten besteht,
wird ein Vektor wie FiF auf sich selbst abgebildet,

denn die Endpunkte der Pfeile andern sich ja nicht:

Alle Vektoren in Achsenrichtungen sind also Eigenvektoren niit'de:m Eigenwert 1.

Dies gilt fiir alle Achsenaffinitaten.

Nun betrachten wir Geraden in Richtung

des Eigenvektors u, = (_11) also mit der
Steigung -1.

Auf g: y =—-x -3 wahle ich einen Punk*
etwa A(-5|2). Essei F,(-3]0) dev
Schnittpunkt von g mit der Achse.

Dann ist F; ein Fixpunkt.

Nun geht es um den VektonE,A = —20, .
Er hat natlrlich auch die<=.2htung von u, .
Also gilt fur ihn aush cer Eigenwert -1:

AR
2 1\4l) 1 2 3
4
)
n E Schréagspiegelung

an der x-Achse

X

Weil F, festbleibt/muss der Bildpunkt A’ so auf g liegen, wie es die Abbildung zeigt.

A wird also i Richtung u, an der Achse schrag gespiegelt.

Dasselue git fur alle Geraden mit der Steigung -1. B liegt auf h mit Fz—B =4-u,.

Die *Ob'idung liefert FZ—B =40, = FZ—B Also wird auch B schrag an der Achse gespiegelt.

Ihre Richtung nennt man auch die Affinitatsrichtung. Dies ist die Richtung, in der alle Punkte,

die nicht auf der Achse liegen, abgebildet werden.

Wie weit Punkte bei der Abbildung dann von der Achse ,wegbewegen®, das sagt uns der zur u,

gehoérende Eigenwert. Hier war k, = -1, d.h. die Bildpunkte liegen auf der anderen Seite der Achse

im gleichen Abstand.

Friedrich Buckel
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Die Abbildung

o

hat die Affinitatsachse Y ~ X

— r
-

J=r {4y

und U, =

-

N

2'—21
12

j.i

und die Eigenvektoren

mit ks = 1, also mit u,"'=u,

mit k, = 3, also mit u,'=3u,

Auswertung:

(1)

F,(-212),F,(3]-3),allg.F, (a| -a)

Iie_gen auf der Achse und

sind daher Fixpunkte. Ein Vektor wie FiF, wird daher auf sich B

selbst abgebildet, denn die Endpunkte der Pfeile andern sich

ja nicht:

FF,

Alle Vektoren in Achsenrichtungen sind also Eigenvektoren |

mit dem Eigenwert 1.

des Eigenvektors u, = (1

1

Nun betrachten wir Geraden in Richtung

j, also mit der

Steigung 1,z.B. g: y=x+4

Der Punkt A(0|4) liegt auf g, und g .
schneidet die Achse a im Fixpunkt F, (-2 [+
Der Vektor v = F,A = 2, ist eine Eigenvektor
mit dem Eigenwert 3. Daher gilvfirder
Bildvektor v'=3v =6u,. Da Fpfestoleibt,

rickt das Andere Pfeilende cuf die dreifache

Entfernung von F; weg riat A" .

Diese Abbildungsrichi rig! st senkrecht zur
Achse. Also werdenbei dieser Abbildung

die nicht auf a liegenden Punkte senkrecht

=

Achse a

Orthogonale Streckung

Achse a

Al

zu a nach ater auf die dreifache Entfernung

~weggesuackt’.

Ras’arn man auch am Punkt B(2 | —4)

beol)achten. Aus F,B wird 3-F,B =F,B".

N

-104

B wird also auch auf die dreifache Entfernung von a ,weggestreckt‘ nach B'.

Diese Abbildung ist eine orthogonale Achsenstreckung.

Friedrich Buckel
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4 14 N
Die Abbildung  a: 2':(_1 3)-2

hat die Affinitdtsachse y = %x und den einzigen Eigenvektor

D:r~(12j mitk; =1, alsomit u'=u

N J

Alle Punkte der Achse y = %x sind also Fixpunkte. Dazu gehort der Eigenvektor U .

Doch wenn es Fixgeraden gibt, dann kénnen sie nur Parallelen zur Achse sein.
Wirde es namlich eine Fixgerade in anderer Richtung geben, dann hatten wir einen fiauen

Eigenvektor in Richtung dieser Fixgeraden gefunden. Den gibt es aber nicht.

Ich beweise nun, dass jede Parallele zur Achse eine Fixgerade ist.
Es seig: y=2x+n

Abbildung von g:

(14 x ) [-x+4(Fx+n) _(—x+2> r4n ) (x+4n
(-1 3) ($x+n) —x+3(%x+n) C|FXeSx+43n) | 4x+3n

' 4 '=x+4
Also ist X, = )f+ " = X, )f+ " M
y —X+3n y'==X+3n g2
Wir rechnen (1) —2(2): X-2y'&-2n = 2y'=x+2n
d. h. y'=-,z~7\" 2

Die Bildgerade ist also identisch mit dermliibild, was zu beweisen war.

Eine Abbildung mit dieser Eigenscha‘t (1 Achse und genau 1 Eigenvektor) heiflst Scherung.

Alle Parallelen zur Achse sind Fixgeraaan und die Abbildungsrichtung ist parallel zur Achse.

Die Abbildung zeigt, wie der Punk, A(-2|1) 4 ‘
nach A'(6]5) abgebildt wird,
Dabeiist AA'=4-u.

34.
Das heift, die Richt=ag, in der abgebildet wird, Scherung

ist die Achsenrichtuiasalso die von u.
Fixgerade g 14
A < F
. | L Y SO SR .
/4 35 22 nd 1 2 3 4 5 6
-1+

_2d-
Es sei ®/x|y) und P'(x'|y"). Dann folgt: J

w56 GGG ) Cran)- (G - ()

Also ist immer P—P'zr(ﬂ:r‘ﬁ.

Dies Jcinn 12241 allgemein so beweisen:

Hinweis: Das klappt bei jeder Achsenaffinitit. Das heiRt man kann so beweisen, dass PP’, also die
Abbildungsrichtung (= Affinitatsrichtung) immer die Richtung eines Eigenvektors ist.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Diese Typen von Achsenaffinitaten gibt es:

Bevor wir beginnen, machen wir etwas ganz Raffiniertes: Eine Abbildung funktioniert in einer Ebene
auch ohne Koordinatensystem. So kann man spiegeln, drehen usw. ohne dass man ein Achsenkreuz
benutzt. Wenn wior nun doch eines bendtigen, weil wir nachrechnen wollen, dann machen wir es uns
doch leicht und legen die x-Achse auf die Fixpunktgerade. Dann wird die Abbildungsgleichung

einfach.

Grundaufgabe: ")
Welche Gleichung hat eine affine Abbildung, wenn die x-Achse Fixpunktgerad: is{’J

T

Die allgemeine Form einer affinen Abbildung lautet: X'=U-X+c¢C
Wir legen die x-Achse als Fixpunktgerade fest, wenn wir verlangen, dass de! \/reorung und der
Punkt (1]0) Fixpunkte sind:

O(0]0) sei Fixpunkt: 0'=0 < U-6+C=0

0
Das gilt immer: Ist der Uisorung Fixpunkt, dann folgt ¢ = 0!

Wegen U-6:U-(0):6 foigt*c =0

P(1]0) sei Fixpunkt:

o(3)-(5) = (2 SENeT) = el = i)

Ergebnis: [Ist die x-Achse Fixpunktgerade, danr: lautet die Abbildungsgleichung: [x'= (1 bj-)? ]

Berechnung der Eigenvektoren.

Eigenwertsystem: (U-kE)-i=06 d.h. (16k dbkj'(?j:(g)
- 2
. - oy _ _ -k b |_
Die charakteristische /iichiung lautet: det(U-kE)=0 0 dokl= 0
¢, (1-k)-(d—k) =0

Dies ist ein Nitllciodukt und liefert als Eigenwerte:  k, =1, k, =d.

Hinweis:  WEeil 1¢x eine regulare Abbildung gelten muss det(U)= 0 und hier det(U) =d ist,

“ann d nicht Null sein ! zu k4 = 1 lautet der Eigenvektor u, = G)j S. 0.
Nur folgt zine Fallunterscheidung:

1. Fall: Istd =1, dann liegt eine Scherung vor (Seite 19).
Die Abbildungsrichtung ist dann parallel zur Achse.

Und alle Parallelen zur Achse sind Fixgeraden.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2. Fall: Ist ko, =d = -1, dann folgt flr das Eigenwertsystem::
o am )0 = 6 )G
. = PN = < 2u,+bu, =0
[o—]wo 0 0)lu)7lo e
_r _b
Wahle u, =reR = u,=-%-b mit 4, :( fbj:r[ 12J
Ist speziell b = 0, dann ist u, = r(?} orthogonal zur Achse.
Dann gilt u,"'=-u, senkrecht zur Achse.
In diesem Fall ist die Abbildung eine senkrechte Geradenspiegeluiin an der Achse.
Ist aber b#0, dannist u, = r(?j schrag zur Achse mit u,'=-U,.
In diesem Fall ist die Abbildung eine Schragspiegelung (Siah& Seite 17).
3. Fall: Ist k, e R\{+1}, dann folgt aus U,'=k, -U , dass alle nicri¢:aut'der Achse

liegenden Punkte in Richtung u, ...,
von der Achse weggestreckt werden, wenn '« > ‘wist,
auf die Achse zu bewegt werden, wenn 9 <, <1 ist

zusatzlich auf die andere Seite denAchse gespiegelt werden, wenn k, < 0 ist.

Friedrich Buckel
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Grafische Darstellung der Achsenaffinitats-Typen

’ T T
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Alle Abbildung haben eine Achse, also ist der erste Eigenwert 1 und der zugediige Eigenvektor ist
der Richtungsvektor der Achse.
(1)  Hat die Abbildung nur einen Eigenwert, dann ist die Abbildungs)Chwng parallel zur Achse und

jede Gerade (Parallele) in Achsenrichtung ist eine Fixgeradei{ Scherung.

(2) Ist der zweite Eigenwert -1 dann liegt eine Spiegelung a1 des Achse vor.
Ist U, L u,, hat man eine Orthogonalspiegelung, sinsteine Schragspiegelung.

Die Geraden h in Richtung des Eigenvektors u, <ind rixgeraden.

s N \ N )
\\\h
*A
\
2 Al
| 0,2552' Achse a Achse a
[ FT\‘E:'
N A AN J

(3) Ist der zweite Eigenwert nicht -1, dann liegt eine affine Streckung vor.
Die Abbildurg zuigt den Fall u,'=2-u, (Eigenwert 2). Dann werden Punkte

in Richturig ™, von der Achse weggestreckt.

In deranittieren Abbildung ist der Eigenwert k;, = } Die Punkte werden dann in Richtung
U, an die Achse herangeriickt, so dass der Abstand auf ein Viertel zuriickgeht.

i spricht dann auch von einer Stauchung.

In der rechten Abbildung ist der zweite Eigenwert negativ. Dann liegen Punkt und Bildpunkt
zusatzlich noch auf verschiedenen Seiten der Achse. Zusatzlich zu einer Streckung oder

Stauchung ist also noch eine Spiegelung beteiligt.
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